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RESUMO

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: a primeira parte foi dedicada a histéria do
calculo, com enfoque nas discussdes entre Isaac Newton e Gottfried Leibnz, numa fase
conhecida como a Guerra do Célculo. Logo em seguida tem-se uma exposi¢do teodrica do
Célculo Diferencial e Integral, onde cada capitulo apresenta seu conteudo, como o calculo de
limites, derivadas e integrais, e, ao final de cada um, as possiveis aplicagdes correspondentes.

Palavras chave: Célculo, limite, derivada, integral, aplicacdes.



ABSTRACT

This work is organized as follows: the first part is dedicated to the history of calculus, focusing
on discussions between Isaac Newton and Gottfried Leibnz during a period known as the
Calculus War. Then a theoretical display of Differential and Integral Calculus, where each
chapter presents content such as calculating limits, derivatives and integrals. And at the end of

each chapter, possible corresponding applications.

Keywords: calculation , limit, derivative, integral, applications.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem por finalidade apresentar o calculo diferencial e integral de uma forma mais,
digamos assim, palpavel ao olhar dos alunos. O professor de matemética sempre se vé diante a
questionamentos como: “Onde eu vou utilizar isso? NO que isto me sera util?”. Se tivermos
uma base melhor com relacdo as aplicacdes, poderemos responder a altura alguns

questionamento desta natureza.

O primeiro capitulo apresenta uma breve explanacdo acerca dos acontecimentos envolvendo
Isaac Newton e Gottfried Leibnz, cujas discussdes ficaram marcadas por décadas, onde cada
um defendia suas ideias e, com isso, puderam contribuir com o calculo da forma como é visto

hoje.

Os capitulos subsequentes apresentam as definicbes do Limite, do Célculo Diferencial e do
Célculo Integral, abordando suas particularidades e propriedades, com exemplos para que fique

mais claro compreender cada contéudo.

Ao final de cada capitulo sdo apresentadas algumas aplicacdes referente ao seu respectivo
contetido, como o Limite nas curvas de logistica, a Derivada na fisica e na biologia, e a Integral

aplicada a economia e engenharia.

Com as aplicacdes mostraremos que o Céalculo Diferencial e Integral é uma ferramenta que néo
é exclusiva da matematica, como alguns pensam, e sim, uma ferramenta poderosa em muitos

ramos académicos que nos proponhamos a seguir.



Capitulo 1

Aspectos Histdricos: A Guerra do Calculo

O célculo sempre se mostrou como uma das técnicas mais poderosas da matematica, sendo
estudada pelos mais variados filésofos dos séculos passados. Porém foi no Século XVII que o

Calculo comecgou a dar seus primeiros passos.

Ainda hoje é possivel encontrar muitas controveérsias a respeito do descobrimento do Célculo
Diferencial e Integral. Porém, para que este trabalho ndo prolongue por anos e anos de historias
acerca de diversas discussdes, o foco ficara na maior delas, na que ficou conhecida como A

Guerra do Célculo.

Para que entendamos 0 contexto € necessario voltar um pouco no tempo, mais precisamente
para 0s anos mais criativos de Isaac Newton (1642-1726), que iniciaram-se em 1665, quando o
mesmo era um jovem estudante da Universidade de Cambridge. Newton, recluso em sua
propriedade rural, passou dois anos realizando experiéncias e refletindo sobre as leis da fisica
que regiam o mundo, e foi neste exato periodo que, entre tantas outras descobertas, Newton
descobriu o Calculo e o chamou de “Método de fluxos e fluentes” porém, apds tantas
realizacOes, ele tomou a decisdo de guardar seus conhecimentos para si, e nada publicara a

respeito durante anos, apenas alguns textos privados foram divulgados entre seus amigos.

Gottfried Leibnz (1646-1716) firmou seus estudos no Célculo dez anos apds os trabalhos de
Isaac, quando estava na Franca, e durante dez anos pdde aperfeicoar seus trabalhos. Suas
descobertas eram detalhadas e possuiam uma linguagem especifica cheia de novos simbolos,
linguagens e representacOes gréaficas. Ao contrério de Newton, Leibnz publicou todo o seu
sistema de célculo em dois trabalhos datados de 1684 e 1686. Com isso, Leibnz reivindicou
seus direitos intitulando-se como o inventor do Calculo, o que fez com que ficasse reconhecido,

por anos, como 0 maior matematico vivo.

Newton acreditava que Leibnz, ao fazer uma visita a Londres em 1673, havia estudado um de
seus trabalhos, e que o mesmo o teria influenciado em suas descobertas, o que foi suficiente
para que Leibnz fosse chamado de ladrdo. Isaac, como era 0 homem muito influente e
importante no cenario académico, contratou varias pessoas para publicar artigos denegrindo a
imagem de seu rival, porém Gottfried ndo iria deixar as ofensas sem respostas. E, assim, uma

guerra comecou.
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Foram anos de trocas de ofensas, tanto em segredo quanto abertamente, ambos conseguiram
convencer colegas pensadores a juntar-se nessa disputa, e, por muito tempo, a Europa se viu
dividida entre Newton e Leibnz. Para se ter uma ideia da dimensdo do ocorrido, com tantos
artigos publicados, cada vez mais fervorosos, diante da raiva que aumentava a cada ofensa lida,

0 Guerra do Calculo chegou ao mais alto escaldo do governo Europeu, ao Rei da Inglaterra.

Apdbs adoecer e ficar em sua cama por, aproximadamente, quatro meses, Gottfried Leibnz
faleceu em novembro de 1716 na Alemanha, sua terra natal. Mesmo com sua morte, Isaac
Newton continuou a publicar artigos em sua defesa, e conseguiu o respeito e a certeza de todos
de que havia descoberto o Célculo antes de Leibnz. Apo6s sua morte, em 1727, toda a Inglaterra

acreditava na veracidade de seus documentos e atribuiam a ele a descoberta.

O fato é que Isaac Newton havia descoberto o Calculo dez anos antes que Gottfried Leibnz,
porém Leibnz desenvolveu seus calculos mais do que Newton, utilizou de uma linguagem

especifica, para que todos pudessem compreender e utilizar, o que é feito até os dias atuais.

Esta guerra apenas mostrou o quao humano dois magnificos matematicos, um britanico e um
alemédo, poderiam ser. Uma disputa de apropriacdo intelectual, alicercada no orgulho e ambicéo
de cada um. Mas o0 mais importante perpetua-se até os dias atuais, o conhecimento deixado por

ambos.
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Capitulo 2
Limite
2.1. Definigéo:

Escreve-se

lim f(x) =L

xX—a
Onde Ié-se “O limite de f(x), quando x tende a a, ¢ igual a L”.
Podemos entender que, quanto mais préximo for o valor de x, ao valor de a, mais os valores
da funcéo f(x) se aproximam de L.
Ainda assim, podemos escrever a definicdo de limite de uma forma concisa e completa,
onde, seja uma funcdo definida em algum intervalo aberto que contenha o nimero a, exceto

0 préprio a. Entdo dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a é L, e escrevemos
limf(x) =1L
xX—a

Se para todo numero & > 0 houver um numero § > 0 tal que

Se0<|x—al<édentio |f(x)—L|l<e

2.2. Propriedades de Limite:

Vamos considerar como sendo ¢ uma constante e existentes os limites

lim f(Cx) e lim g(x)
211 lim[f(x) + g()] = lim £Cx) + lim g(x)
212, lim[f(x) = g()] = lim f(x) - lim g(x)
213 lim[cf ()] = clim f ()
214, lim[f().g(®)] = lim £(). lim g(x)

lim /()
215 limZ® = =2 g0 Jim g(x) # 0
x—a

x—a g limg()’
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2.3. O limite de uma funcéo:

Vamos observar o comportamento da seguinte funcdo: f(x) = 2x + 1

7
(Figura 1)
Fica claro, ao observarmos o grafico da funcéo f, onde a cada vez que os valores de x se
aproximam de a, os valores de y se aproximam de L.
Vale notar, que esta aproximacao pode acontecer por ambos os lados, ou seja, tanto pela
direita, quanto pela esquerda. O que nos leva a concluséo que:
limf(x) =1L
x—a
se, e somente se,
lm @=L e Jim f6)=L
Isso quer dizer que, o limite da funcéo f , quando x se aproxima de a pela esquerda, ou pela

direita, serd igual a L.

2.4. Continuidade:
No Ensino médio é comum ouvir que para descobrirmos se uma funcéo é continua basta
esbocar seu grafico e verificar se 0 mesmo ndo possui interrupcées, ou, a grosso modo,
verificar se durante a construgdo do grafico da fungéo nao retiramos o lapis do papel. Como

nos dois casos

(Figura 2) (Figura 3)

{ Parax < 2; f(x) = x?

f@) =x* Parax = 2;f(x) = —x+7
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Porém, como a definicdo de limite de funcédo j& nos foi dada, entdo podemos verificar o
limite da funcéo da figura 3. Observe que a funcdo ndo possui valor para x = 2, porém o
mais importante a ser observado é o fato que se aproximarmos a funcdo do nimero 2 pela
direita, o limite sera diferente caso esta aproximacao seja feita pela esquerda, ou seja, seus

limites laterais séo diferentes o que implicaem A lirr% f(x).
xX—>

Para que uma func¢éo seja continua, todos os seus pontos precisam pertencer ao dominio da
funcéo, e o limite da funcéo precisa existir.

Uma fungdo é continua em um ponto a, se

lim f(x) = f(a)

Exemplo: Verifique onde a seguinte fungdo € descontinua

x%—3x+2
A

Solugéo: Observe que a fungdo ndo possui nenhuma restricéo, ou seja, se adotarmos x = 2,

a funcéo f ndo possuiria valor, ja que substituindo teriamos:

22-3(2)+2
D= =
f@="—=
4—-6+2
2) = ————
f@=—
A fungdo f(x) € descontinua no ponto a = 2. Porém, a funcdo f(x) também pode ser
escrita da seguinte forma f(x) = % = x — 1 onde teremos:

Jim f(x) =1

Ainda podemos encontrar situacdes onde a funcédo € continua a direita ou a esquerda de um
namero a. Onde teremos duas situacdes:
A fungdo f sera continua a direita de um numero a quando
lim f(x) = f(a)
xX—a
A funcdo f sera continua a esquerda de um numero a quando
lim, f(x) = f(a)
xX—a
E, ainda, a fungdo também pode ser continua em um dado intervalo, se ela for continua em

todos os pontos contidos neste intervalo.
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2.5. Limites no infinito
Seja f uma funcdo definida no intervalo (a, o). Entdo
lim f(x) =L
X—00
Quer dizer que os valores de f(x) ficam arbitrariamente préximos de L, tomando x
suficientemente grande.
O simbolo o ndo representa um niimero, portanto ndo se efetuam com ele as operagdes
que realizamos com 0s ndmeros reais.
Vamos observar a seguinte situacdo

(Figura 4)

- ~ 1, P .
Ao analisarmos a funcéo f(x) = ~€ possivel perceber que quanto maior for o valor de x,
mais préxima estara a funcgéo de 0. Isso é valido também para o inverso. Ou segja,

lim — =0
X—>+00 X
Bem como
1
lim — =0

x——00 X
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2.6. Aplicagdes do Limite

2.6.1. Curvas de Logistica

Séo varios os fatores que interferem no crescimento populacional, como, por
exemplo, o aparecimento de epidemias. Pensando nisso, foram criadas as curvas de
logistica para serem usadas na definicdo de modelos de crescimento populacional
quando fatores ambientais impdem restricdes ao tamanho possivel da populacéo.
Vamos verificar a seguinte situacéo hipotética.

Foi constatada uma epidemia de uma nova forma de gripe numa dada populacéo e,
apos t semanas 0 numero N de pessoas contaminadas (em milhares) é

aproximadamente

N 20
1+ 19.10705¢
De acordo com esta estimativa é possivel determinar o numero de pessoas

contaminadas passadas 4 semanas apds a constatacdo da doenca.
. . 20
Hm N = lm 379 1005
20
1+ 19.10°2
20
1+ 19.102

i (o) -

PO =

0
140,19 1,19 _ 16,800

Podemos também encontrar o nimero de pessoas que haviam contraido a doenca

i V(o) -

quando foi constada a gripe.

20
Hm N (6 =179 19-0mt
, 20
N =179 100
_ 20 20
ImN® =17 79720~ !

Como estavamos calculando em milhares, entdo, seriam aproximadamente 16800
pessoas infectadas no decorrer de 4 semanas e 1000 pessoas infectadas quando foi

detectada a gripe.
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2.6.2. Comportamento de fungdes
O estudo do limite é vastamente utilizado para estudar o comportamento de uma
funcdo. Ou seja, toda e qualquer situacdo que envolva uma funcéo, pode ter seus
resultados apresentados atraves do limite.

Vamos observar algumas situagdes hipotéticas.

Situacdol: A agua de um reservatorio com 100 000 litros evapora-se a taxa de 10%
ao més. O que acontecerd com a agua ao longo do tempo? Qual sera o volume de
agua limite?

O volume da 4gua sera expresso pela fungédo V' = 100000. (0,9)¢, cujo grafico sera

representado abaixo.

ﬁu

W

(Figura 5)
No decorrer do tempo, isto €, quando t tende ao infinito, teremos:
lim V(¢) = lim 100000. (0,9)°

t—>o0

lim 100000. lim (0,9)*

t—oo
100000-0=0

Ou seja, 0 volume de agua acabara com o tempo.
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Situacdo 2: Uma montadora de computadores determina que um empregado apos x
dias de treinamento, monta n computadores por dia, onde:

20x2
x>2+x+5
O que acontece com x apds treinamentos longos?

n(x) =

(Figura 6)

20x?
lim n(x) = lim
X—00

— =20
x-ox2+x+5

Ou seja, apds um longo treinamento o empregado montara 20 computadores por dia.
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Capitulo 3

Calculo Diferencial

O desenvolvimento do célculo diferencial esta ligado as questdes de tangente & uma curva. A
utilizacdo de simbolos algébricos no estudo do calculo contribuiu para o desenvolvimento da
Derivada. Tendo Newton desenvolvido seus calculos através de seus estudos sobre Fluidos,

Leibniz pensava em derivada como grandeza.

3.1. Definicéo:
A derivada de uma funcdo f em um ndmero a, denotada por f'(a), é

fla+h)—f(a)
h

f'(@) = lim

Se o limite existir.

Podemos também escrever x = a + h, sendo assim, h = x — a. Reescrevendo a fun¢édo
temos:
, _ f) - f(a)
f@=ln=——
Tomemos a fungdo f(x) = 3x% + x — 2 como exemplo. Vamos encontrar a derivada da
fungdo f (x) no ponto a.

ooy o flath) —f(a)
f@0 = =

[3(a+R)?+ (a+h) —2] - [3(a)? +a—2]

f'e) = lim

h
. [Ba®*+6ah+h?+a+h—2]—[3a*+a—2]
f'(x) = lim
h—0 h
o) = i 3a2+ 6ah+3h>+a+h—2—-3a’—a+2
f1e) = lim ho
o) = 1 6ah + 3h* + h
f1@=im—y

f'(x) = }lirr(l)6a+3h+1=6a+1

Tratando a derivada como uma forma geomeétrica, temos que a derivada da funcéo f em x,,

é a inclinacdo da reta r, tangente ao grafico de f em P,.
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Ou melhor dizendo, uma reta tangente a funcéo f, em (a, f(a)), € a reta que passa em

(a, f(a)), cuja inclinacdo € igual a derivada de f em a, ou f'(a).

3.2. Regras de Derivagéo:

Uma funcdo é dita diferencidvel em a, se f'(a) existir. O que é valido dizer, que f é

diferencidvel no intervalo aberto (a, b), se for diferenciavel em cada valor desse intervalo.

Para estudarmos as regras de derivacdo, vamos considerar que a derivada de uma funcéo f,

em x, é representada por f' ou

3.2.1.

3.2.2.

3.2.3.

a
dx’
Derivada de uma constante:

A funcéo constante f(x) = ¢ possui o grafico como sendo uma reta paralela ao eixo

x, com y = c. Sendo assim, a taxa de inclinacdo € zero. De onde concluimos que,

d =0
E(C)_

Derivada de uma poténcia:
Sendo n um namero inteiro positivo e f(x) = x™, temos que
f'(x) =n.x™1
De onde podemos concluir que a derivada da funcéo x é igual a 1, pois
fl(x) =1.x171
fl) =1

Derivada de um produto:
Sejam f e g duas funcgdes diferenciaveis, a derivada do produto f. g serd expressa

por

d
—F@g()] = f'@g(x) + f(¥)g'(x)
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3.2.4. Derivada de um quociente:

Sejam f e g duas func0es diferenciaveis, e g(x) # 0, a derivada do quociente g seréa

expressa por

daf) _ f'(x)gx) — f(x)g'(x)
dx Lg(x) [g(0)]?

3.3. Regra da Cadeia:
A regra da Cadeia € utilizada para o calculo da derivada de uma funcdo composta.
Imaginemos a composicéo f °g, para calcularmos a sua derivada é necessario que ambas
sejam diferenciaveis, e suas derivadas sejam conhecidas, para que assim, apliquemos, de
fato, a Regra da Cadeia, que nada mais € que
dy dy . du

dx du dx
Para que fique mais claro, vamos observar a seguinte funcdo y = (x? + 1)7, entdo tomemos

u=x*+1ey=1u’.

Calculando as derivadas temos:

R _2x e = 7yS
d du
Aplicando a regra, temos:
dy
— = 7ub.2
Iy s W 2x

dy 5
— = 1)6.2
I 7(x* 4+ 1)°%.2x

Entéo, fica claro observarmos que se f e g forem diferenciaveis e se F for a funcao
composta definida por f(g(x)), entdo F também sera diferenciavel e definida pelo
produto

F'(x) = f'(g(x)).g'(x)
Exemplo: Calcule a derivada da fungdo F(x) = Vx2 + 1

Temosu=x*+1ey=+u
Determinando suas respectivas derivadas, temos:

dy 1 1 du
. _u 2 e —_—
du 2 dx

= 2x



Aplicando a Regra da Cadeia, temos:

dy dy du
dx  du dx
Z—iz%u_% 2x
dy 1
—=—.2x
dx 2\u
dy  2x
dx_ﬁ
dy  2x
RN
dy X

21
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3.4. Aplicaces do Calculo Diferencial

3.4.1. Aplicacdes na fisica

O célculo diferencial é largamente utilizado na fisica, mas iniciaremos aqui com
exemplos mais béasicos de aplicagdes.

Imagine uma particula cuja funcdo deslocamento é expressa por F(t) = 1,6t3 +
3,2t — 1,8, onde t é o tempo medido em segundos e a distancia em metros.

Bom, primeiro precisamos de uma informagdo. A derivada f'(a) é a taxa de
variagdo instantinea de y = f(x), em relacdo a x, quando x =a.
Sabendo disso, podemos entdo encontrar a taxa de variagdo da funcdo F(t), onde a
mesma representara a velocidade da particula. Ou seja, a taxa de variagdo do
deslocamento, sera a velocidade da particula naquele instante. Entdo se derivarmos

a funcdo deslocamento, encontraremos a funcédo velocidade. Observe
F(t) =1,6t3+3,2t—1,8
F'(t) =3(1,6t) +3,2—0
F'(t) = 4,8t*> + 3,2

Com a funcdo F'(t), podemos agora determinar a velocidade da particula em

qualquer instante t.

Seguindo com taxa de variagéo, se derivarmos a funcao velocidade, encontraremos
funcdo aceleracdo da particula. Ou seja, a taxa de variacdo da velocidade é a
aceleracdo. Entdo continuando com este mesmo exemplo, se quisermos encontrar a
aceleracdo da particula num instante, devemos, primeiro, encontrar a derivada da

funcgéo velocidade.
F'(t) = 4,8t% + 3,2

F"(t) = 2(4,8t) + 0
F'"(t) =9,6t
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3.4.2. Crescimento bacteriano
O estudo do crescimento de bactérias pode ser uma tarefa ardua, j& que uma Unica
bactéria se dividi formando uma nova bactéria, que se divide formando uma outra e
por ai vai. Ou seja, € um crescimento exponencial. Porém, esse crescimento vai
depender do tempo que uma bactéria vai demorar para se dividir e criar uma nova.
Podemos perceber que conforme a quantidade de bactérias aumenta, a sua
velocidade em se duplicar também, por exemplo, se a quantidade de bactérias
triplicar, a velocidade de crescimento triplicara também.
Seja Q(x) a fungdo que determina a quantidade de bactérias em funcdo do tempo.
A taxa de variacdo de crescimento sera, entéo
dQ
YT
Onde o k serd o quanto cada bactéria contribui para o crescimento da populacéo.

kq

Aplicando algumas regras de derivacdo e integragdo chegaremos na fungao

Q(t) = Qo.e**
Vamos supor que uma determinada bactéria se duplique a cada uma hora, num
determinado ambiente. Se a populacgdo inicial for de 10 bactérias, e o tempo t for
medido em horas, entdo a quantidade de bactérias em qualquer instante t sera
expressa pela equacéo

Q(t) = 10e*t
Seguindo esse exemplo, suponhamos que apds 1 hora, o nimero de bactérias passou
a ser 20. Ou seja, Q(1) = 20. Substituindo esses valores na equacdo Q(t), teremos
10e* =20 —» efF=2 - k=In2 - k = 0,693
Ao encontrarmos o valor da contribuicdo de crescimento, podemos entdo encontrar
a taxa de crescimento das bactérias em qualquer instante t, vamos encontrar para
t = 8. Teremos entéo

Q(8) = 1096938 105544
Q(8) = 2556,98
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3.4.3. Massa de um foguete

Todos os anos dezenas de foguetes sdo langados na atmosfera, € um mercado que
movimenta cerca de 25 bilhdes de dolares por ano, um custo altissimo, mas que vale
a pena devido as descobertas encontradas a cada dia. Mas o fato é que, com um
investimento tdo grande, ndo é de se estranhar que os foguetes lancados sejam
monitorados a todo instante, e cada detalhe seja minuciosamente analisado. Todos
0s paises que trabalnham com o lancamento de foguetes tem seus modelos e
tecnologias, até mesmo o Brasil. Porém, independente do modelo, o foguete, apds
ser langado, tem sua massa variando constantemente, e isso se deve a queima do
combustivel do mesmo. Ou seja, quanto maior a queima de combustivel, menor sera
a massa do Foguete. Temos entdo uma variacdo da massa em relacdo ao tempo.
Ao chamarmos a massa de m, e 0 tempo de t, temos que a taxa de variacdo da massa
do foguete sera expressa por

_dm
S odt
Onde R é a taxa de variacdo da massa do foguete. Sendo m, a massa inicial do

R

foguete, entdo no instante t a massa sera definida por
m(t) =my — Rt

A massa do foguete ir4 interferir na velocidade do foguete num instante t.
Essa mesma situacdo pode ser notada também em carros de formula 1, aviacao, entre

outros.
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Capitulo 4

Calculo Integral

Ao pensar em Calculo Integral, logo nos vem a cabeca a palavra Quadratura, isso vem de um
passado onde os gebmetras usavam o quadrado para calcular as areas de figuras planas, pois
essa era figura mais simples para ser usada. Entdo a palavra Quadratura passou a tornar-se
sinbnimo da determinacdo de areas.

4.1. Definicéo:
Na matematica tudo possui 0 seu inverso, como por exemplo, a subtragdo como inverso da
adicdo, divisdo como inverso da multiplicacéo, entre outros. No célculo diferencial temos
também o inverso da derivada que é a antiderivada, ou como chamaremos, integral.
Logo F serd a antiderivada de f, num dado intervalo I, se F'(x) = f(x) para todo x
pertencente ao intervalo .

4.2. Integral Definida
Estamos acostumados a calcular area de figuras planas com lados retos. Onde sempre
conseguiremos reduzir a figura a algo menor e mais conhecido, porém essa ndo parece ser
uma tarefa tdo facil quando a figura em questéo possui lados curvos. Como na figura abaixo.

Ay Ay
/"\/ -
S | §
a B3 a b
(Figura 7) (Figura 8)

Entdo para calcularmos a &rea S, que esta sob o grafico de uma fungdo continua f, e
delimitada pelas retas verticais a e b, consideraremos todos os retangulos aproximantes,
como os mostrados na figura 8, que estdo abaixo da curva. Sendo assim

A= lim Ry = lim [£(r)Ax + £ () + -+ £ ()]

Dizer que uma integral € definida € 0 mesmo que dizer que ela esta restrita a um intervalo
definido [a, b]. Para ficar mais claro, vamos a definicéo.

Definicdo: Seja f uma fungdo continua definida por a < x < b, dividiremos o intervalo

. . b— .
[a, b] em n subintervalos de mesmo comprimento, Ax = % seja x; um valor pertencente


https://www.google.com.br/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwjvlezWqcTLAhVGfpAKHXzHDUQQjRwIBw&url=http://brasilescola.uol.com.br/matematica/area-sob-uma-curva.htm&psig=AFQjCNFgpnzbB8Jxbyy0VUUzesnAre1ueA&ust=1458187425164833
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ao k-ésimo intervalo, para k =1, 2, 3,..., n, entdo a integral de f definida no intervalo [a, b]
seré definida por:

b n
f(x)dx = lim f () Ax
L x—>+ookz=1 k

4.3. Propriedades de Integracao

4.3.1.

4.3.2.

4.3.3.

4.3.4.

4.3.5.

4.3.6.

4.3.7.

4.3.8.

4.3.9.

[} fooydx = = [ f(x)dx

[, f)dx =0

J? cdx = ¢(b — a), onde ¢ é qualquer constante;
f:[f(X) + g(x)]dx = f:f(x)dx + ffg(x)dx

J2 cf ()dx = ¢ [7 f(x)dx, onde ¢ é qualquer constante
[0 - g()dx = [} f()dx — [ g(x)dx
[EF@dx+ [) f(0) = J fF(x)dx

Se f(x) = 0 em [a, b], entdo [ f(x)dx = 0

Se f(x) < g(x) em [a, b], entdo [ f(x)dx < [, g(x)dx

4.4. Teorema Fundamental do Calculo:

Partel:

Seja f uma fungdo continua no intervalo [a, b], temos entdo a fungéo ¢ definida como

¢u>=ffawt

Continua e diferenciavel onde

@' (x) = f(x)
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Parte 2:
Como consequéncia da parte 1, temos a segunda parte do teorema que fornece uma forma
muito mais simples para 0 calculo de Integrais

Se f for uma funcédo continua no intervalo [a, b], entdo

b
[ Feax = Fo) - Fe@
Onde F é uma antiderivada de f. Ou seja, F'(x) = f(x).

Exemplo: Use integracdo para encontrar a area da figura delimitada pelo eixo x e a fungéo
3x+2 .
fx) = = no intervalo [1,3].

Solucéo: Primeiro vamos observar a representacdo grafica do problema

(Figura 9)

E entdo vamos calcular a integral que esta definida no intervalo [1,3]

ff(x)dxzj;sgxg_zdx

13 1 [3x?
§J Bx+2)dx ==—+ 2x
1

3\ 2
TG IEIEO
G +0)-G+2) -

Digite a equac¢ao aqui.
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4.5. Area e Volume

(Figura 10)
Vimos no item 4.4. como calcular a rea de uma regido que esta sob uma curva, porém, ha
situacBes em que a regido em questdo, estd delimitada por duas curvas, como na figura 10.
Suponha uma regido S, que esta limitada superiormente pela funcéo f e inferiormente, pela
funcdo g, e esté entre os pontos x = a e x = b, temos que a area da regido sera definida

por:

b
A= f FG0) — g0l dx

Para encontrarmos o volume de um solido, primeiro analisamos sua base, e depois
encontramos sua altura. Suponha que a area da base de um solido qualquer seja A e h seja
sua altura, o volume deste solido sera expresso por
V =Ah

Mas para sélidos ndo familiares, digamos assim, 0 que iremos fazer é corta-los em fatias,
transversais a base, tdo pequenas quanto queiramos e soma-las no final do processo.
Definicdo de Volume: Seja S um sélido que esta entre os pontos x = a € x = b. Se a rea
da seccéo transversal de S no plano P, passando por x e perpendicular ao eixo das abcissas,

é A(x), onde A(x) é uma funcdo continua, entdo o0 volume sera expresso por:

V= fbA(x)dx
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4.6. Integral Indefinida:

O Teorema Fundamental do Calculo nos permite estabelecer uma relacdo entre o célculo

diferencial e integral. Sabendo que se f é uma funcdo continua, temos que f;f(t)dt é

antiderivada de f. Com isso podemos chegar a concluséo que

[ f(x)dx = F(x) ,entdo F'(x) = f(x)
Ao estudarmos a integral definida vemos que a mesma € um nimero, 0 que ndo ocorre com
a integral indefinida, onde a mesma é uma funcdo. Vamos usar como exemplo a funcéo
f(x) = 4x3 — 2x? + 2, a derivada de f sera dada por f'(x) = 12x? — 4x, observe que a
derivada da constante 2 é 0. Vamos agora integrar a fungdo f'(x), teremos:

12x3  4x?

3 2

f(le2 — 4x)dx =

ff’(x) = 4x3 — 2x*?

E possivel perceber que a constante da fungdo f(x) ndo pdde ser encontrada. Entio ao
trabalharmos com uma integral indefinida ndo podemos nos esquecer da constante presente
na antiderivada, entdo chamaremos essa constante de C.

Para além de tratarmos a integral definida de funcdo, na verdade a mesma pode ser
considerada como sendo uma familia de fun¢es, pois as mesmas iriam variar conforme a
constante C.

Entdo, na verdade, a integral da funcéo f sera expressa por

jf’(x) =4x3 - 2x*+C
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4.7. Aplicacdes do Célculo Integral:

4.7.1. O centro de massa
No cotidiano, mesmo que ndo percebamos, encontramos situacfes envolvendo o
centro de massa dos objetos. Ao arrumar a carga de um caminhdo, por exemplo, a
mesma precisa estar com o seu centro de massa alinhado com o eixo central do
Caminhdo, caso contrério, se for uma carga muito pesada, a mesma contribuira para

um possivel acidente. Observe as duas situacdes abaixo:

e [0

am am
£

(Figura 11) (Figura 12)
Na figura 11 temos um exemplo de uma carga mal distribuida, ja na Figura 12 a
carga estd com o seu centro de massa sobre o eixo de alinhamento central do
caminhdo. Na primeira situacdo, se 0 motorista executar uma curva para a esquerda,
a forca centrifuga fard com que a carga saia de sua trajetéria fazendo com o que o

caminh&o tombe para a esquerda.

Se temos uma regido delimitada por duas curvas, o centroide desta regido, ou 0 seu

centro de massa tera sua coordenada expressa por:

1 b
= f x[f () — g(0)]dx

b

1
7 =57 | 260 - g*@)lax

Para objetos com distribuicdo de massa homogénea, 0 seu centro de massa
correspondera ao seu centro de simetria. Porém, quando a distribuigdo da massa do
corpo ndo for homogénea, o seu centro de massa dependera da densidade do corpo

em questdo e do seu momento de massa.
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Vamos considerar como k sendo a densidade do corpo, e (M,, M,) 0 momento de

massa, que serd definido por:

Momento de massa em y:

b
M, = kf xf (x)dx

a

Momento de massa em x:

k (b 5
Me=5 [ Treords

a
E a massa total M como sendo:

b
M=k| f(x)dx

O centro de massa do corpo terd coordenada em (%, yy), onde:

f:& e _=ﬂ
B kf;xf(x)dx
X=

k[ f(x)dx
S )dx
YT kP F

O célculo do centro de massa é essencial, tanto para situaces mais simples, como

a fabricacdo de bandejas. Porém, na construcao civil, por exemplo, saber o centro

de massa dos projetos a serem desenvolvidos é de suma importancia. Em lugares

como Japdo, terremotos acontecem com uma certa frequéncia, e os predios precisam

ser resistentes a situagcbes como esta, pois uma forca externa pode mudar o centro

de massa de lugar, o provocaria o desequilibrio de um edificio, para isso, 0s prédios

sdo construidos com certos “artificios” para manter este equilibrio. Um exemplo

disso, é o0 uso de um sistema de massa compensatdria, que se movimenta na

estrutura, para compensar a mudanca do centro de massa.

Como exemplo, vamos encontrar o centro de massa da area delimitada pelos

graficos da funcio f(x) = x e g(x) = x>
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(Figura 13)

Primeiro devemos encontrar a area da figura, sabemos que a mesma € limitada
superiormente pela funcdo f e inferiormente pela fungcdo g. E compreendida no

intervalo 0 < x < 1. Entdo agora basta montar a integral:

1
Azf |x — x?| dx
0

x? X3
A==—-_
2 3

1 1

1
2 3 6
Vamos agora encontrar o centro de massa:

1 1 1
X = —j x[x — x*]dx = 6[ (x? — x3)dx
1Jg 0

1 2
As coordenadas no centro de massa corresponde ao ponto (5, E)



33

4.7.2. Excedente do consumidor:
Imaginemos a seguinte situacdo hipotética, Carlos estava interessado em comprar
um carro, porém, resolveu esperar mais um pouco na esperanca de que o valor do
carro pudesse diminuir e, assim, obter lucro na transacédo. E ap6s 2 meses o valor do
carro teve uma queda de 0,8% do seu valor inicial, Carlos ndo pensou duas vezes e
adquiriu sem bem duravel.
Veja bem, se engana quem pensa que Carlos obteve algum lucro com a compra do
carro, apenas quem tem lucro, é quem produz e vende, 0 que ndo ocorre neste caso.
Essa diferenca que Carlos ndo pagou pelo produto, é chamado de excedente do
consumidor.
As empresas costumam calcular o preco final de seus produtos através de uma
relacdo entre a demanda e a procura. Entdo € necessario encontrar um equilibrio
entre as funcbes que expressam a procura e a demanda do produto.
Seja p(x) a fungédo que determina a demanda de um certo produto, x a quantidade
de produtos e P o seu valor inicial. O excedente de consumo sera expresso entao

por:

f [p(x) — Pldx
0

Imagine um produto com valor de R$20,00 e que possui a funcdo de demanda

definida por f(x) = 40 — 2x. Podemos observar que para y = 20, temos

20 =40 — 2x

Aplicando a férmula de excedente teremos

10 10
(40 — 2x — 20)dx = (20 — 2x)dx
0 0

20x — x*
Substituindo os limites de integracdo, temos:
20(10) — 102 = 200 — 100 = 100
O que entende-se que nesta situacdo, ao comprar 10 unidades do produto, o

consumidor deixara de pagar 100,00 ao final da compra.
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4.7.3. Aplicacgdes do volume
Quem estd a mesa disposto a comer e tomar um belo copo de suco, nem imagina
todo o processo pelo qual aquela bela jarra de suco passou antes chegar aquela mesa.
Afinal de contas, sdo inUmeros modelos e tamanhos que encontramos no mercado.
Alguém pensa num formato, o desenha e entdo precisa das proporc¢des do objeto e,

claro, o volume do mesmo.

Vamos pegar como exemplo a fungdo f(x) = vx,com 0 < x < 3.

(Figura 14)
A Figura 14 apresenta a representacdo grafica da funcdo f. Ao rotacionarmos a

funcéo em torno do eixo x, obteremos o solido mostrado na Figura 15.

(Figura 15)

O mesmo, se for “cortado” transversalmente, com planos perpendiculares ao eixo

x, nos dard uma circunferéncia de raio vx. Entdo a 4rea de cada seccio sera

m[f (x)]? Como o sélido foi obtido através da revolugéo em torno do eixo X, entdo
seu volume sera determinado por

V=n j ol



Logo, o volume do s6lido em questdo sera

V= nf3[\/§]2dx

3 2
Vznf xdx =m—
0 2

32 o1
V=m ?—O = —Uu.n.

2
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CONSIDERACOES FINAIS

Quando alguém se propde a fazer um trabalho de conclusdo de curso o tema deve ser algo
prazeroso, e 0 meu ndo poderia ser diferente. Ao pesquisar sobre cada contetido, pude perceber
0 quao bela é a matematica. Aquela que néo se restringe a sala de aula, aquela que contribui,

mesmo que indiretamente, na vida de cada um, sem que saibamos.

Pude ampliar ainda mais meus horizontes, ao abordar uma parte da historia do célculo, algo que
me pareceu extremamente interessante e que, ao meu ver, deveria ser abordado ainda no ensino

médio, pois a curiosidade de cada um deve ser sempre estimulada.

As aplicagOes utilizadas foram todas apresentadas de modo que despertem o interesse do estudo
em mais areas, e que outros académicos possam adquirir conhecimentos acerca das aplicacdes
e leva-las para a sala de aula. Afinal, o curso de Licenciatura em Matematica estd nos

preparando para isso.

Enfim, posso dizer que este trabalho acrescentou saberes que levarei por toda a minha atuacéao
académica, e, claro, pesquisando cada vez mais. Pois a formacdo é algo continuo, e esta

graduacdo € apenas uma etapa de outras que ainda estdo por vir.
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